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Zusammenfassung

Das hier Angebote Material ist kein Orginalmaterial des Professors. Es wurde nach besten Wis-
sen und Gewissen durch meine Person zusammengestellt. Aus offensichtlichen Griinden kann
ich aber dennoch keine Garantie auf Vollstandigkeit oder Korrektheit geben. Die Verwendung
erfolgt auf eigene Gefahr.

Das Script darf ausschlieBlich privat genutzt werden. Offentliche Priisentationen auBerhalb die-
ses Studiengangs an der TUD sind strikt untersagt. Zuwiderhandlung werden zur Anzeige
gebracht.

Weisheiten

,Das ist so elegant formuliert, dass man manchmal gar nicht mehr weif}, was es bedeutet.
04.05.2006

,--. man darf nicht nachdenken, sondern muss nur alles richtig machen.“
16.06.2006

,Ich traue dem Bild mehr als der Definition.*

22.06.2006

,Die Beschréanktheit unserer Handlung macht das Leben leicht.*
30.06.2006

,Determinate: Unschon, hésslich und trotzdem griffig.“

06.07.2006

,Das gesamte Messen im n-dimentionalem Raum beruht auf der CSU*
14.07.2006

Das Wort zum Sonntag, oder zum Ende..

Dies ist das letzte Update von mir. Und damit ist das Semester auch durch. Ich wiinschen allen
die meine Abschrift benutzen, und allen anderen natiirlich auch, viel Gliick bei der Priifung.
Ich mo6chte auch denen Danken die wenigsten Ab und Zu mal ein Feedback gesendet und Fehler
gemeldet haben. Ein besonderer Dank gilt hier natiirlich auch Alex der sich durch meine Mit-
schriften gekdmpft hat und hoffentlich die meisten Fehler beim Korrekturlesen gefunden hat.
Das Script wird in dieser Form auch weiter unter tud.bashcomp.de erreichbar bleiben.

Martin
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Kapitel 1

Matrizen

1.1 Beispiel: ,,Familien-Matrix*

H Alter in a ‘ GroBe in cm ‘ Gewicht in kg

Gerta 28 160 5%)
Franz 37 199 132
Tanja 8 135 39

Formalisierung

Personenmenge P = {Gerta, Franz, Tanja}
Eigenschaftsmenge F = {Alter, Grifie, Gewicht}

Familien-Matrix als Abbildung

A: P x E — R ist definiert durch
(Gerta, Alter) — 28,  (Gerta, GriBe) — 55,  (Gerta, Gewicht) — 160

(Franz, Alter) — 37, (Franz,GrdéBe) — 199, (Franz, Gewicht) — 132
(Tanja, Alter) — 8,  (Tanja,Grofe) — 135, (Tanja, Gewicht) — 39

Abstraktion

Sei p: P — {1,2,3} erklart durch Gerta — 1, Franz — 2, Tanja — 3.
Aquivalent dazu definieren wir e : E — {1,2,3} mit Alter — 1, GriBe — 2, Gewicht +— 3.
Sei weiterhin a : {1,2,3}* — R erklirt durch a;; := a(i, j) und

ap = 28, 19 = 160, a13 = 55

as = 37, ass =199, aqs3 = 132

asy =8, agy =135, az3 =39

Als Schema erhilt man so:

1 2 3
128 160 55
2|37 199 132

31 8 135 39

= Es gilt also A(z,y) = ap(z)e(y) fiir alle x € Pund y € E.



1.2 Definition: ,,(Allgemeine) Matrizen*

Verallgemeinerung

Seien P, E nichtleere endliche Mengen und sei K ein Kérper (z.B. K = R oder K = Z, mit
p = Primzahl).

Eine Abbildung A : P x E — K heifit K—wertige Matrix.

Fiir x € P und y € E heiflen

A(z,e): E — K t— A(z,t) die x—te Zeile
Ae,y): P — K, s — A(s,y) die y—te Spalte

der Matrix A.

Sind P = {1,...,m} und E = {1,...,n} so setzen wir A =: (A;;)i=1.» und erhalten fiir

,,,,,

=1,...,n
A folgendes Schema: ’
1 ...l 7 |... n
A= 1 Ajj
m

Die i-te Zeile von A ist dann A(i,e) =: (A;;);=1
Vektor bezeichnet.

n = (Ai1, ..., Ayn) und wird auch als Zeilen-

-----

Alj
Die j-te Spalte von A ist dann A(e,j) =: (A;j)iz1,...m = : und heifit Spaltenvektor.
A

.....

In unserem Beispiel ist die ,, Tanja-Zeile*:
A(Tanja,e) : E — R mit Alter — 8, GriBe — 135, Gewicht — 31
In abstrakter Form ,,3-te Zeile*

1 2 3

1
2
318 135 39

und die ,, Gewichts-Spalte“:

A(e, Gewicht) : P — R mit Gerta — 55, Franz +— 132, Tanja — 39
In abstrakter Form ,,3-te Spalte®

12 3
1 55
2 132
3 39

1.3 Definition: ,,Matrizen-Multiplikation*

Seien P, E, D nichtleere endliche Mengen. Sei K ein Kérper und seien A : P x F — K und
B: FE x D — K K-wertig Matrizen.
Dann ist das Matrizenprodukt von A mit B erklart als

A-B:PxD—K (x,z)HZA(x,y)-B(y,z)

yer



Spezialfall
P={1,....m}, E={1,... 0}, D={1,....n}

,,,,,,,,,,

7777777777777

l
h=1

Dies entspricht salopp formuliert der i—ten Zeile ,mal“ der j-ten Spalte.

1.4 Beispiel: ,,Formaler Kontext als 0—1-Matrix*

| m1 my m3 My

1 011

o i y i % 1110

92 0011
g3 X X ~~ S

Inzidenzmatriz

Man berechne mit
1 011 é } 8 3 2 2
1 110 X 111 = 2 31
0 011 101 2 1 2
~—_——

Transponierte Matrix

die gemeinsame Merkmale.

1.5 Definition: ,,Matrizen-Transposition

Seien wie gehabt P, F nichtleere endliche Mengen und K ein Korper. Dann ist die Transponierte
einer Matrix A : P x £ — K definiert durch

AT Ex P — K, (y,x) — A(z,y)
AT wird auch als Transpositions-Matrix von A bezeichnet.

Anmerkung: Es ist AT(y,z) = A(z,y) firallex € Pund y € E
Es gilt weiterhn (A7) = A
Im Spezialfall P = {1,...,m} und £ = {1,...,n}
gilt (AT);; = A firi=1,...,mund j=1,...,n.

D.h. es ist ((Aij)icrom)? = (Aji) jmtim
Jj=1,...,n i=1,....m
A Ay, Ap Am1
als Schema: : 4 : :
Apr .. Ajn Ay o0 Apn

1.6 Proposition: ,,Transponiertes Matrizenprodukt*

Seien P, E, D nichtleere endliche Mengen und sei K ein Korper.
Dann gilt fiir Matrizen A: P x FE — Kund B : £ x D — K stets

(A-B)Y' =BT . AT



Beweis

Der Beweis ist recht einfach zu fithren:
Fiir beliebige 2z € D und x € P ist

(A B)'(z,2)

qged

1.7 Beispiel: ,,Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Seien pq, po, p3 drei Personen, die sich unabhéngig von einander an den vier Orten ey, es, €3, €4
mit folgenden Wahrscheinlichkeiten aufhalten.

‘ €1 €2 €3 €4
150 20 10 20

A= 2o |30 40 20 10 in Prozent
p3 |10 60 10 20
Wir berechnen A - AT:
0.50 0.20 0.10 0.20 8;8 828 8(138 0.34 0.27 0.22
0.30 0.40 0.20 0.10 | - 0'10 0'20 0'10 =1 0.27 0.30 0.31
0.10 0.60 0.10 0.20 020 0.10 0.20 0.22 0.31 0.42

und erhalten, dass p; und py sich mit 27%, p» und ps3 sich mit 31% und p; und ps sich mit 22%
Wahrscheinlichkeit treffen. (Fiir die Diagonalen geben wir keine Interpretation.)

1.8 Beispiel: ,,Anzahl von Wegen*

Seien P = {p1,ps,p3}, E = {e1,e2,e3} und D = {d;,ds, d3} mit insgesamt neun verschiedenen
Punkten (in der Ebene).

Folgende gerichtete Wege sollen zwischen den obigen Punkten existieren:

€1
pp o — o — o d
N2 N\
Py 0 — o — 0o dy
Nooes N\
p3 o — o — o d3



Die Wege von P iiber F nach D sind dann in folgender Weise beschrieben.

€1 €3 €3
4! 1 1 0
A= D2 0 1 1
D3 0 0 1
dy dy ds
. €6 1 1 0
B = e; 0 1 1
€3 0 0 1
Wir brechnen A - B und erhalten somit

1 21

01 2

0 0 1

die Anzahl der Wege zwischen zwei Punkten.

Wie bestimmt sich nun die Anzahl fiir alle Riickwege von D iiber F nach P?

€1
pP1 O — o <« o d
e N\
Py O «— 0 <« O dy
ANEEIEAN
p3 O «— o <« o dj

Die Wege von D iiber £ nach P sind dann in folgender Weise beschrieben.

€1 €9 €3
d 1 0 0

T .__ 1
B = d 1 1 0
ds 0 1 1
pP1 P2 P3
T . €1 1 O O
AT = €9 1 1 0
€3 0 1 1

Wir berechnen mit Propostion 1.6:

N = O
_ O O

1
B"- AT =(AB)" = | 2
1

und erhalten hierdurch die Anzahlen aller Wege von jedem d; zu jedem d; ganz einfach durch
die Transspositions-Matrix von A - B.



Kapitel 2

Vektorraume

2.1 Definiton: ,,Vektoren als Matrizen*

Seien P, F nichtleere endliche Mengen und K ein Korper.
Eine Matrix A: P x F — K heifit: Zeilenvektor, falls P einelementig ist;
Spaltenvektor, falls £ einelementig ist.
Im Falle P = {1} und £ = {1,...,n} nennen wir A eine 1 x n-Matrix: A: Ay,..., A,.
Analog dazu mit £ = {1} und P = {1,...,m} nennen wir A eine m x 1-Matrix.

Anmerkung zur Def.: “Identifikation*

Ist A eine P x E-Matrix iiber K, so identifizieren wir fiir x € P und y € £

1. die Zeile A(x,e) mit der “Einschrankung” von A auf {z} x E d.h. mit dem Zeilenvektor
Ay H{e} x E— K, (z,t) — Az, 1)
und

2. die Spalte A(e,y) mit der “Einschrankung® von A auf P x {y} d.h. mit dem Spaltenvektor
AV P x{y} — K, (s,y) — Als,y)

3. In dhnlicher Weise kénnen wir die Menge K¥ mit der Menge K **F identifiziert, indem
wir jede Abbildung ¢ : £ — K mit der Abbildug g, : {z} x E — K, (z,t) — g(t)
identifizieren, d.h. ,,x wird nicht beriicksichtigt®.

Entsprechend identifizieren wir K7 mit K>} indem wir jede Abbildung f : P — K
mit der Abbildung f¥ : P x {y} — K, (s,y) — f(s) identifizieren, d.h. ,y wird nicht

beriicksichtigt®.

2.2 Definition: ,,Verktorraum von Abbildungen*

Seien S eine nichtleere Menge und K = (K, +,-,0,1) ein Korper.
Dann ist auf der Menge K also der Menge aller Abb. von S — K, die Operationen ,, Addition“,
“skalare Multiplikation“ und ,,Nullabbbildung eingefiihrt.

1. ,Addition*: Fiir f,g € K° seistets f +¢:S — K,z +— f(x)+ g(z)

2. ,Skalare Multiplikation“: Fiir A € K sei A : K° — K® f— XA-fdurch A\-f: S — K,z s
A flx)



3. ,Nullabbildung“: Es sei Og :

Die Struktur
KS

S — K,z 0.

= (KS7 +7 OSa (A)AGK)

heifle Vektorraum der Abbildung von S nach K.

Im Falle S ={1,...

,n} schreiben wir auch K" anstatt K°.

,Addition*: Ay A+ (e i) = (A4 1y e s A+ i)
»Scalare Multiplikation*: Ao (g eeospin) =N iy ey A i)
»Nullabbildung = Nullvektor* 0 :=(0,...,0)
i
n—stellig

2.3 Beispiel und Defintion: ,,Vektorraum von Matrizen*

Seien P, F nichtleere endliche Mengen und sei K ein Korper.

1. Dann ist K< der Vektorraum der P x E-Matrizen iiber K und wir setzen Mp p(K) :=

KPXE
2. Im Falle P = {1,...,m} und E = {1,...,n} setzen wir M,,,(K) := Mpg(K) und
sprechen vom Vektorraum der m x n - Matrix iiber K.
SAddition®:  (Ajj)i=1..m -l- (Bi; )1 —L.m 1= (Aij + Bij)i=1....m
'— ,,,,, =1,..., n Jj=1,...,n
An Atn B Bin An + Bu A+ B
d.h.| A I ol B : = : :
Aml Amn Bml an Aml + Bml Amn + an
»okalare Multiplikation“: A« (Ajj)i=1m = (A- Aij)iz1m
...... n 7j=1,...,n
An A A An A Ay,
dho | L= ;
Aml Amn A Aml A Amn
Nullmatrix-Nullvektor“: 0 :=(0,...,0)
0 0
d.h.0:=|: :
0 0
3. Der Vektorraum der P x P-Matrizen iiber K bildet zusammen mit der Matrizenmultipli-

kation und der Einheitsmatrix Ip : Px P — K, (x,y) + 0, (wobei §,, := 1 und d,, :=0

fir z # y) die sogenante Matrizen-Algebra M,(K). Im Falle P = {1, ...
Mp(K) auch die Algebra der n x n-Matrizen iiber K, die Einheitmatrix.

M,(K) :=
I, := I, ist dann 1 ... n
111 0 0
1o )
: 0
n |0 0 1

Die Struktur (K7*F + - 0p,1p) [0, :=

zenring iiber K.

,m} nennen wir

0pxp] bildet einen Ring, den sogenanten Matri-

10



2.4 Definition: ,,Vektorraum abstrakt*

Ein Vektorraum iiber einen Korper K = (K, +, -, 0, 1) ist erkléart als Tuppel V.= (V, 4,0, (A|A €
K)) bestehent aus einer abelschen Gruppe (V,4+,0) von sogenannten , Vektoren“ und einer
einstelligen Operationen A : V. — Vv — Av VA € K, der ,skalaren Multiplikation“ mit
folgenden Eigenschaften:

o \Nuv) = Ao VA, pe Kundv eV

e \Nu+v)=Au+wVAe Kundv,ueV

A+ pv= +p VA pe KundveV

e l-v=0vYoevVv

Anmerkung

1.

Genau genommen heifit der hier eingefiihrte Vektorraum V Links-Vektorraum. Rechts-
Vektorrdume haben die definierte Eigenschaft , skalare Multiplikation“, die ,,von Rechts“
wirkt. D.h. A : V' — Vv — v\ und entsprechend (v\)pu = v(Ap), (u+v)\ = ud+oX, v(A+
@) = v\ +vp und vl = v gilt.

Die ,,Familie“ (A|A € K) = (A)aex von skalaren Multiplikationen ist prazise formuliert,
diejenige Abbildung von K nach VV, die jedem A\ € K die skalare Multiplikation \
zugeordnet.

Die zuvor eingefithrten Vektorriume K* von Abbildungen (bzw. KF*E von Matrizen)
sind in der Tat Vektorrdume geméafl der eben gegebenen Definition!

Ist V ein Vektorraum und S eine nichtleere Menge, so bildet die Menge der Abbildungen
von S nach V in naheliegender Weise einen Vektorraum V*° (,Additon“: f +g¢ : S —
V,x — f(x)+ g(z) fiir alle f,g € V7; “Skalare Multiplikation“: X : V= — V& f s \f |
Af:S—=V,x— X\ f(x) fir jedes A € K und ,Nullelement“: 0g : S — V,x — 0)

Fiir nichtleere endlichen Mengen P, Y und einen Vektorraum V nennen wir die Elemente
des Vektorraums VZ*F vektorwertige Matrix, oder kurz ,, Vektormatrix®.

In Analogie zu Friiheren fithren wir folgende , Faltungsprodukte® fiir Vektormatrizen ein
(P, E, D sind endliche nichtleere Mengen und V sei ein Vektorraum.):
KPXExVEXD _ yVPXD (X 9) +— \-v definiert durch (A-v)(z,2) := > Mz, y)v(y,2) €V

yeE
)\11 ce )\11 Vi1 ... Ulin w11 ... Wip
Aml oo A vl ... Um Wyt -+ Win
c Jmxl c Vl><n

l
mit W;; = Z >\z‘hrUhj
h=1

Im Fall |P| =1 ist dann (,x wird nicht beriicksichtigt®):
KE x VEXD VP (X v) — X v gegeben durch (X -v)(2) := > Ay) - v(y, 2),
yerR
ist zusétzlich |D| = 1 (,z wird nicht beriicksichtigt®) so erhalten wir die sogenannte
Linearkombination von Vektoren aus V durch

yeE

11



Im Fall £ ={1,...,n} sei \; := A\() und v; ;== v(4) fir \ € KE= K" und v € VE = V7

und es ist:
U1
()\1,...,)\”)' :>\1’01+...—|—)\n1}n
————
eK Un
————
ev
, Linearkombination* der Vektoren vq,..., v, iiber K

Ein Vektor v € V ist Linearkombination der Vektorfamilie v = (y(y)|y € E) € V¥ mit
Koefizientenfamilie A = (A(y)|y € E) € KF falls v = X - v gilt.

In der Algebra betrachtet man iiblicherweise ,, Unterstrukturen“ als Teilmengen einer Grund-
menge, die ,,abgeschloflen” unter den zugrundeliegenden Operationen sind. Im Vektorraum-Fall
sind diese Operationen die ,, Vektoraddition®, der ,,Nullvektor” und die ,,skalare Multiplikation®.

2.5 Definition: ,,Untervektorraume*

Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V ist Unterraum von V| falls gilt
o Aus u,v € U folgt stets u+v € U und es ist 0 € U

e Aus A € K und u € U folgt \u € U

Anmerkung

1. Untervektorrdume sind abgeschloflen unter Linearkombination, d.h. fiir einen Unterraum
U eines K-Vektorraums V und eine beliebige nichtleere endliche Menge S ist A - u =
ST A(s) - u(s) € U falls A € K% und u € U®.

seS

2. Der mengentheoretische Durchschnitt von Unterrdumen eines Vektorraums ist stets wie-
der ein Unteraum.

2.6 Definition: ,,Erzeugen von Unterrdumen®

Sei V ein K-Vektorraum und S eine nichtleere endliche Menge. Das Erzeugnis einer Vektorfa-
milie v € V* ist dann durch
Spany(y) == {\- v\ € K}

gegeben, wir schreiben fiir Spany () auch
D> K -y(s)
ses

Gilt S C V,soseitg : S — V,s — s die Einbettungsabbildung von S in V. In diesem Fall

bezeichne SpanyS := Spany(ts) das Erzeugnis von S in V, es ist also SpanyS = > K.
seS

Anmerkung

1. Das Erzeugnis jeder Vektorfamilie in V ist ein Unterraum von V

2. Man zeige, dass SpanyS gerade der Durchschnitt aller Unterrdume von V, welche S
enthalten, ist.

12



2.7 Anmerkung .,Projektive Geometrien zu Vektorraum-
en“

1. Ein Paar P = (P, <) bestehend aus einer nichleeren Menge P und einer binéren Relation
< auf P heifit geordnete Menge, falls gilt:

(a) Relexivitit: Esist x <z Vx € P
(b) Transitivitdt: Aus x < y und y < z folgt x < z,Vz,y,z € P
(¢) Antisymetrie: Aus x <y und y < z folgt x = y,Vo,y € P

Wir nennen P einen Verband, falls zusétzlich zu je zwei Elementen x,y € P eine kleinste
obere Schranke, welche mit x V y bezeichnet sei, existiert.

D.h.esist x <xVyund y < zVy und ferner folgt aus x < ¢ und y <t stets x Vy < t.
Weiterhin existiert eine grofite untere Schranke, bezeichnet mit x A y.

2. Zu jedem Vektorraum V bezeichne L(V) die Menge aller Unterrdume von V. Dann bildet
die geordnete Menge L(V) = (L(V), <) einen Verband, den sogenannten Unterraumver-
band von V|, der auch als Projektive Geometrie zum Vektorraum V bekannt ist.
Genauer gesagt, ist zu Unterrdumen U und W von V die gréfite untere Schranke in L(V)
durch UAW = UNW gegeben, und die kleinste obere Schranke durch UVW = U+ W =
{u+wlu € U,w € W} gegeben.

Fiir Unterrdume Uy, ..., U, von V heifit

k k
N Ui=Ui+...+ U ={D_wlu; € UN¥i € {1,... k}}
i=1 =1

auch das Erzeugnis von Uy, ..., U, in V. Also ist U A W durch den Durchschnitt von U
und W und ferner U V W durch das Erzeugnis von U und W gegeben.

3. ACHTUNG! Die reelle projektive Ebene ist gerade durch L(R?) gegeben. (Dazu spéter
genaueres). Allgemein heifit L(K?) projektive Ebene iiber dem Korper K.
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Kapitel 3

Unabhingigkeiten und Dimensionen

3.1 Definition: ,,Dirac-Funktion*

Sei P eine nichtleere endliche Menge und sei K ein Korper. Fiir jedes x € P ist dann die
Dirac-Funktion von P nach K an der Stelle x definiert als die Abbildung:

5P:P—>K,t|—>{ 1 fallst::c}
x 0 sonst

Interpretation

Die Dirac-Funktion an der Stelle x ist eine ,normierte Gewichtsfunktion“ von P nach K, die
der Stelle x das Gewicht 1 und jedem anderen Element von P das Gewicht 0 zuordnet.

3.2 Bemerkung

Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
1. 67 tritt als Zeile und Spalte zu x € P in der Einheitsmatrix Ip von Mp(K) auf.

2. Jedes v € KT liisst sich schreiben als v = > v(z) - §,
zeP

Also gilt fiir 67 : P — K' z + 67 stets v = v - 67, d.h v ist Linearkombination von
6 = (6F |z € P).

Fiir P = {1,...,n} heiBt dies: v = v(1)0F + ... + v(n)dr. Also mit v; = v(i) € K gilt
v=(vy,...,0,) € K" und 67 = {1,0,0,...,0},...,07 = {0,0,0,...,1} € K™ und man
erhdlt (vy,...,v,) =v1(1,0,0,...,0) + ... +v,(0,0,0,...,1).

6{3 (1,0,...,0)
0,1,...,0
of = : = ( . ) =1,
P -
On (0,0,...,1)

sF =(0,...,0, 1 ,0,...,0) i-ter Einheitsvektor in K"
—~—

i-te Stelle

3. 6 = (6F]|x € P) heiBt Standardbasis von K”. Jeder Vektor v aus K ist eindeutige
Linearkombination der Standardbasis (wegen v = v - §7)

4. Fiir A€ K¥ und v € V und v € V¥ mit v = X -~ heiit A auch Koordinaten-Tupel von v
bzgl. .
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3.3 Definition

Sein V ein K-Vektorraum, S eine endliche nichtleere Menge und v : S — V eine Abbildung,
die wir auch als Familie von Vektoren aus V auffassen.

1. Es heifit v unabhingig, falls aus A -y = p - v stets A = u folgt, V), u € K*.
Anmerkung: v ist unabhéngig genau dann, wenn aus A - v = 0 bereits A = 0g folgt, fiir

alle A € K°.
Fall 1: S={1,...,n} und u; = (i)
Die Vektoren uyq,...,u, € V sind unabhéngig genau dann, wenn fiir A\{,..., A, € K aus

AUy ...+ Auy, =0 bereits \; =0 fiir e =1, ..., n folgt.
Fall 2: Ist S C V, so heifit S unabhéngige Menge von Vektorenin V, fallstg : S — V, s+ s
unabhéngige Familie ist, d.h. es gilt: Aus > A(s) - s = 0 folgt bereits A = 0g fiir alle

SES
\e K5,

2. Es heiit v erzeugende Familie in V falls zu jedem v € V ein A € K mit v = -7y existiert,
d.h. es ist Spanyy =V.
Fall 1: S ={1,...,n} und u; = (i)
Die Vektoren uy,...,u, € V erzeugen V falls V=K. u; +... + K- u, gilt.
Fall 2: Ist S C V, so erzeugt S den Vektorraum V, falls V = SpanyS gilt.

3. Es heifit v Basis von V falls v eine unabhéngige und erzeugende Familie von V ist.
Anmerkung: v ist Basis von V gdw. die Abbildung K® — V, X\ — X - v eine Bijektion ist.
(Unabhéngigkeit bedeutet die Injektivitit dieser Abbildung und die Eigenschaft . erzeu-
gend“ bedeutet Surjektivitat.)

Fall 1: S ={1,...,n} und u; = (%)

Die Vektoren uq,...,u, € V bilden eine Basis von V genau dann, wenn die Abbildung
K" — V(A1, ..., An) = Aug + ... + Ayu, eine Bijektion ist, d.h. jeder Vektor aus V ist
eindeutige Linearkombination von uq, ..., u,.

Anmerkung: Die Standardbasis 67 = (67|r € P) von K* ist Basis im hier definierten
Sinne.

Fall 2: Ist S C V, so bildet S eine Basis von V, falls SpanyS =V und SpanyT C V fiir
jede echte Teilmenge 7" von S ist, d.h. S ist ,minimales Erzeugendes System® von V.

3.4 Vereinbarung: ,,Linearkombination unendlicher Fa-
milien von Vektoren*

1. Gegeben sei eine nichtleere Menge S, die wir hier aber nicht als endlich voraussetzen! Ist
K Kérper, so bezeichne K den Vektorraum aller Abbildungen A : S — K mit endlichem
» Trager”, wobei der Tréger von A durch die Menge Supp(\) := {s € S|\(s) # 0} definiert
ist.

2. Sei V ein K-Vektorraum und S eine nichtleere Menge. Fiir A aus K und v € V¥ ist
folgende Linearkombination von v erklart:

A= 3 Als) )

s€Supp(N)

3. Ersetzt man in den vorangegangen Definitionen jeweils K® durch K®), so sind mit dem
hier erweiterten Begriff der Linearkombination auch fiir unendliche Familien von Vektoren
die Konzepte ,,Unabhéngigkeit“, | Erzeugen* und ,,Basis“ erklért: Sei dazu v ein Familie
von Vektoren aus V, d.h. sei v € V?
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e 7 ist unabhingig in V, falls die Abbildung K — VS X+ X - v injektiv ist.
e 7 erzeugt den Vektorraum V, falls die Abbildung K — V3 X+ .5 surjektiv ist.
e 7 ist Basis des Vektorraum V, falls die Abbildung K — V3 X -~ bijektiv ist.

Anmerkung

Fiir unendliche Mengen S ist die Vektorfamilie 6° = (65 |z € S) keine Basis von V!
Frage: Hat V iiberhaupt eine Basis?
Antwort: Ja (aber mit Austauschaxiom)

3.5 Satz

1. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis, und je zwei Basen eines Vektorraumes haben die
gleiche Méchtigkeit. Diese Méachtigkeit heifit auch die Dimension des Vektorraumes. Ist
v € V¥ Basis von V, so setzen wir dimV := |S|. Falls S = {1,...,n}, uy,...,u, Basis
von V, so ist dimV = n.

2. Jede unabhéangige Teilmenge eines Vektorraumes ist in einer Basis enthalten.
3. Jede erzeugende Teilmenge eines Vektorraumes enthilt eine Basis.

Der Beweis von Satz 3.5 beruht auf folgenden Sachverhalt.

3.6 Proposition

Sei T Teilmenge eines K-Vektorraumes V und seien u,v € V mit u ¢ SpanyT. Dann gilt:

1. ,,Austauschsatz*
Ist u € Spany({v}UT), so ist auch v € Spany({u} UT).

2. Ist T" unabhéngig in V, so ist auch {u} U T unabhéngig in V.

Beweis

Man setzte S := {v}UT

1. Aussage: Zu u € SpanyS existiert ein Koordinatentupel A € K mit u = \ -1 =
> A(s)-s. Sei p die Einschrankung von A auf T, also p = M7 (d.h. p: T — K, t —
s€Supp(A)
A(t)). Dann ist u = A - 15 = A(v) - v+ p - tp. Wire A(v) = 0, so wére v = p - vp € SpanyT
%; also ist A(v) # 0 und wegen A(v) - v = u — u - vp folgt nun:

v=Av)""u —\)\(v)_l ~p-ur € Spany({u} UT)

TV TV
e{u} eSpanyT

qed.

2. Aussage: Annahme U := {u} UT ist abhéngig (d.h. nicht unabhéngig).
Dann existiert ein A € KY mit A\ # Oy und A - oy = 0. Fiir die Einschriinkung p := \|T
ist damit 0 = Aoy = A(u) - u+ p - 1. Wére A(u) = 0, so wire p - tp = 0, und wegen der
Unabhéngigkeit von T' wiirde p = Or folgen und also A = 0y (da auch A\(u) = 0) folgen
4; daher folgt A(u) # 0 und es ergibt sich u = —A(u)™' - - 17 € Spany(T). %
Also ist die obige Annahme falsch, d.h. U = {u} UT ist unabhéngig.

qed.

16



Kapitel 4

Lineare Abbildungen

4.1 Definition: ,,Lineare Abbildungen*

Eine lineare Abbildung von einem K-Vektorraum V in einen K-Vektorraum W ist erklart als
Abbildung f: V — W, die sémtlichen Vektorraumoperationen vertraglich ist, d.h. fiir die gilt:

o Additiv® f(u+wv) = f(u)+ f(v) fir alle u,v € V
e . Respektiert Nullvektor® f(0) =0

e _Respektiert skalare Multiplikation® f- A = A- f fiir alle A € K, d.h. f(A\v) = Af(v) fiir
alle A\ e K,veV

Die Menge aller linearen Abbildungen von V — W soll kiinftig mit Lin(V, W) bezeichnet wer-
den.(Manchmal wird in Fachliteratur auch Hom(V, W) analog dazu verwendet.)

Injektive lineare Abbildungen heifilen auch Einbettungen oder Monomorphismen. (z.B Ebe-
ne im Raum)

Surjektive lineare Abbildungen heifilen auch Epimorphismen. (z.B. Projektion eines Raumes in
die Ebene)

Bijektive lineare Abbildungen heiflen auch Isomorphismen.

Wir sagen V ist isomorph zu W, falls ein Isomorphismus von V nach W existiert (d.h. es gibt
eine bijektive lineare Abbildung von V nach W) (z.B. das Drehen eines Objekts im Raum).
Die Menge Lin(V) := Lin(V, V) also die Menge aller linearen Abbildungen von V auf sich selbst,
wird als Menge der Endomorphismen von V bezeichnet. Die bijektiven Endomorphismen von
V heiflen Automorphismen.

4.2 Beispiel ,,Abbildungskonstruktion*

1. Sei V ein K-Vektorraum und S eine nichtleere Menge. Zu jeder Familie v € V*° von
Vektoren aus V existiert die lineare ,, Koordinatenabbildung* (,,Linearkombinationsabbil-
dung“) f, von K¥ (also die Menge aller Koordinatentupel A mit endlichen Tréger) nach
V,fW:K(S)—ﬂ/,)\r—u\-v:

Fall: S={1,....,n} und v = (uy,...,u,) € V' und A = (A,..., \)

fr i K=V (A, ) — Aug + .4 Ay,

Sind V und W K-Vektorrdume, so heiit V isomorph zu W, in Zeichen, V = W, falls es
einen Isomorphismus von V nach W gibt.

e f, ist Monomorphismus (Einbettung) gdw. v unabhéngig (injektiv) in V ist.
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e f, ist Epimorphismus gdw. v erzeugend (surjektiv) in V ist.
e f, ist Isomorphismus gdw. v Basis (bijektiv) von V ist.

Ist v Basis, so folgt K = V. Zu K-Vektorraum V existiert also eine Menge S mit
V= K®

Beachtliche Folgerung: Je zwei K-Vektorrdume mit gleicher Dimension (d.h. mit gleichméchti-
gen Basen) sind bereits isomorph!

2. Zu jeder Matrix A € KP*F (wobei K Kérper und P, E nichtleere endlichen Mengen
seien) existiert die lineare Abbildung 74 (,rechtsseitige Matrixmultiplikation — d.h. A
steht rechts*) von K¥ nach K vermoge

ra: KPP - K ur—u-A

und die lineare Abbildung I (,linksseitige Matrixmultiplikation“) von K nach K”
vermoge
Iy KP - KP w— A-w

4.3 Proposition

1. Fiir K-Vektorrdume V, W ist stets Lin(V, W) ein Unterraum des K-Vektorraumes W' =
(WY, +,0, A) € K))

2. Fir K-Vektorraume U,V, W und fir f € Lin(U,V) und g € Lin(V,W) liegt stets die
Abbildung (,, Verkettung*)

gof:U—Wur g(f(u)
in Lin(U, W).

3. Die Struktur (LinV,+,0, 0,idy) ist ein Ring, der sogenannte Endomorphismen-Ring von
V; iiberdies ist LinV := (LinV,+,0, o, idy, (A|\ € K)) die sogenannte Endomorphismen-Algebra
von V.

4.4 ,,Darstellung von Endomorphismen durch Matrizen*

Sei P eine endliche nichtleere Menge und K ein Korper. Dann ist die Matrizen-Algebra

Mp(K) := (KPP 4,0, Ip, (AN € K))

isomorph zur Endomorphismen-Algebra vermége K*F — Lin(KP), A — 14.
Zum Beweis:

A, Be KPP
Iy : KPP = KPP w— (A+B)-w = A-w+B-w
= lA-w—l—lB-w
= (ZA—FZB)-’LU

laxp = la+1p
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qed

Man beachte:

= Z 6y (2) - w(z)

zeP

alsow =46, -w;w: P — K.

Fir Ay : Px P — K, (z,y) — (f(6]))(x), dh. Ag(e,y) := f(5} )

Dann ist [4(d)) = A -0} = A(e,y) und somit ist 14,(5)) = Ap(e,y) = f(6)) = la, = [ =
A — 4 (Bijektiv).

4.5 Satz

Sei P eine nichtleere endliche Menge und sei K ein Kérper. Dann ist die Matrizen-Algebra
Mp(K) = (K" 4,0, Ip, A\ € K))

isomorph zur Endomorphismen-Algebra Lin(K?) = (Lin(K), +, 0, 0, idgr, (A|X € K)) vermoge
der Zuordnung [ : K — LinK", A 14
Beweis: Fiir alle A, B € K und )\ € K gilt:

1. [ ist additiv®:
Esist larp = la+ g wegen Iy, p(w) = (A+B) - w=A-w+ B -w = ls(w) +lp(w) =
(Ia + Ip)(w) fiir alle w € KF.

2. 1 ist multiplikativ*:
Esist lap =ls0lp wegen lgg(w) =(A-B)-w=A-(B-w)=1s-(Ip(w)) = (laclp)(w)
fiir alle w € K

3. BEsist l;, = idp wegen lr,(w) = Ip - w = w fiir alle w € K7

4. .l ist skalar-multiplikativ®:
Es ist Ixa = Ma wegen lya(w) = (M) -w = AMA - w) = AMla(w)) = (Ma)(w) fiir alle
we KP und \ € K.

5., ist injektiv*:
la=0= A =0 (reicht, daausly = lg stets l4_p = l4—Ig = 0 folgt und dann A = B =0
also A=B folgt).
Denn: Aus 14 = 0 folgt 0 =14(5,) = A- 6] = A(e,y) fiir alley € P, d.h. A=0
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6. ,[ ist surjektiv:
Sei f lineare Abbildung aus LinK?”; definiert dann die Matrix A € KP*F durch A(x,y) =
(f(6])(x) fiir alle 2,y € P; folglich ist f(5)) = A(e,y) = A- 6] = 14(d)) fiir alle y € P,
d.h. die linearen Abbildungen f und I, stimmen auf der Standardbasis ép = (0, |y € P)
iiberein und sind daher gleich : f =14

qed

4.6 Beispiel: K=R, P ={1,2,3}, K’ = R?

f ist die beschriebene 90° Drehung um die z-Achse, wobei 6 = (1,0,0), 62 = (0,1,0) und
68 =1(0,0,1). f € Lin(R?)
Gesucht ist nun die Matrix A zu dieser Funktion f.

Aus obigen Uberlegungen folgt: A(e, j) = f(6F) (j-te Spalte von A)
0
A1) = fP) = o = |1
0
—1 0 -1 0
also | A(e,2) = f(6F) = —oF = 0 =A=[1 00
0 0 01
0
Ale3) = f@) = of = [0
1
I T 0 -1 0 T —XT9
f i) = 1 0 0 i) = T
T3 0 01 T3 x3
A

4.7 Proposition

Seien V, W endlichdimensionale K-Vektorriume mit Basen 3 € V' und v € WF,

1. ,,Lineare Fortsetzung*
Jede lineare Abbildung ¢ : f(P) — W laBt sich eindeutig zu einer linearen Abbildung
f € Lin(V,W) fortsetzen“ (d.h die Einschdnkung von f auf 3(P) ist gleich ¢, d.h. es ist

f(B(x) = ¢(B(x)) fiir alle z € P.

Kurzbegriindung fiir Interessierte:

fi= foopo f5'
< Dann ist ndmlich f o fz = fsop

P fog
[oa) N

V=3P % W

fa 1 f5! T Jfeos
KP = KP

Also ist f(fs(61)) = f¢o,@(5f)

B(x) (609 (x)
dh. f(B(z)) = (¢ 0 B)(z) = (B(z)) fiir alle z € P.
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Eindeutigkeit:
Sei foB =goffir f,g € Lin(V,W) Da 8 € KT Basis von V ist, existiert zu jedem
veVende KPmitv=XA3=),_ pA)-B(z). Aus der Linearitit von f und g folgt:

F) = O Ma) - B(x))

zeP

glinear —xz€P

dh. f=g.
qged

. »Rechtsseitige Matrizendarstellung linearer Abbbildung*
Fiir jede lineare Abbildungen f € Lin(V, W) existiert genau eine Matix A € K*¥ mit

fofs=fyora.

P E
gL f 1
V — W
fﬁ l T f'y
K — KEFE

TA

A nennen wir die rechtsseitge Matrizendarstellung von f bzgl. G und ~.
AT . Ex P — K,(z,y) — A(y, ) ist dann die linksseitige Matrizendarstellung von f
bzgl.  und 7.

Begriindung:

Wir setzen A(z,y) := ((f71 0 fo f5)(0F))(y) fiir allex € Pund y € E.

Dann ist (f;'o fo fg)(é%) = A(z,e) = 67 - A = r,(6F). Nach Teil 1. folgt nun bereits
frtofofs=ra dh fofs=f ora

qged

Anmerkung

Bei rechtsseitiger Matrizenmultiplikation 74 interpretieren wir K und K¥ als Vektorrdume
von Zeilenvektoren. Bei linksseitiger Matrizenmultiplikation transponieren wir alles: K und
K% als Vektorrdume von Spaltenvektoren aufgefasst und lp ist die zu f gehorige linksseitige
Matrizenmultiplikation fiir B := AT : E x P — K, (z,y) — A(y, z).

Also gehort B(xz,y) = (f;' o fo f3)(0))(x) zur linearen Abbildung f bzgl. § und v und damit
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B(e,y) = (f;1 ofo fg)((Sf). B ist die zu f bzgl. 8 und ~ gehorige linksseitige Matrix.

Im Spezialfall V= W = K" und g = v = §” beschreibt also B(e,y) = f(6)) die zu f
bzgl. der Standardbasis 7 in KT gehorige linksseitige Matrix.

Erweiterung

f

V — W

fs 1 [ o

Ip

KfF — KF
ra
B=AT

Ag: Px P — K, (t,x) — (B(t))(x)
Ay Px E— K, (x,y) — (
A EXE— K, (y,2)— (
A ATt Af Aﬁ,aISOIStAd
FHI‘B A BQ—AT f-
(daA —A/g Af At (A

i

urch Aﬁ, Ay und A, bestimmt!
T?, = AT erhalten wir also B = B;' - By - Bg € K"*7,
AT Ag = (A)™") mit

By EXE— K(z, y)H(v(y))(z
Br: Ex P — K(y,z) — (f(2))(y)
Bs: P x P — K(x,t) — (B(t))(x)

4.8 Beispiel: ,,Komposition von Bewegungen*

Aufgabe:

Man berechne die Komposition (d.h. die Hintereinanderausfithrung) von zwei Drehungen im
Raum und zwar sei f die Linksdrehung um die z-Achse um den Winkel « gefolgt von g, erklért
als die Linksdrehung um die x-Achse um den Winkel (3.

Losung:
Matrix zu f:
cosa
B(e,1) = f(06F) = sino
0
—sina cosae —sina 0
B(e,2) = f(68) = cosa = B=| sina  cosa 0
0 0 0 1
0
B(e,3) = f(65) = | 0
1
Analog folgt fiir g die Matrix:
1 0 0
C=| 0 cosf —sinp
0 sinB  cosB
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Die Matrix zu g o f ist also C' - B

1 0 0 cosa —sina 0
C-B=1 0 cosf —sin |- sina cosa 0
0 sin  cosp 0 01

cos —sino 0

= | cosfsina  cosfcosa —sinf3
sinfBsina —sinfsina cosf3

T T1C0SQx — TSN
(gof) | 2 | = | xicosBsina + xocosfcosa — x3sinf3
T3 r18tnfsina — xosinfsina + x3cos3

4.9 Mitteilung

Ist in 4.7 die lineare Abbildung f von V nach W bijektiv (d.h. ist f ein Isomorphismus), so
exstieren Basen 3 € V¥ von V und v € W von W mit B;l - By - B, = Ip.

4.10 Beispiel: “Bewegungsverkettung”

Seien f und ¢ Linksdrehungen im Winkel % um die z-Achse bzw. die z-Achse. Wir wollen

h:=go f “verstehen”. Was ist das fiir eine Abbildung?

f(51) = 52> f(52) = —51, f(53) = 03
-1

B - (527_61753) = 0
0

o = O
—_— o O

ist die zu f gehorige Matrix (bzgl. der Standardbasis)

g(01) = 01,9(d2) = 63, 9(d3) = —02

10 0
C: ((51,(53,—52) - 0 0 —1
01 0

ist die zu g gehorige Matrix (bzgl. der Standardbasis).

Die zu h gehorige Matrix (bzgl. der Standardbasis) ist also

10 0 0
01 0 0
d.h h(d1) = b5, h(d2) = —01, h(d3) = =6

-1

0 0
0 0]l=1°0
0 1 1

f g

(51 = 62 = 53
f 9

52 = —51 = —51
f g

53 — 53 — —52
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0 -1 0 T —Z2
]’L(U) =D.-v= 0 0 -1 ) = —XI3
1 0 0 T3 Ty
Wann gilt h(v) = v?
—T3 T1 T T1 1
—Zs3 =D o = X2 =4 T eR -1
€1 X3 T3 T3 1
0 -1 0 1 1
0 0 —1 —1 = -1
1 0 1
1
Also ist h eine Drehung um die Achse R —1 | bleibt punktweise fix unter h.
1
Berechne D?3:
0 0 0 0 1
D=1 0 0 0 0 = -1 0 0
1 0 1 0 0 -1 0
0 -1 0 0 1 100
D)=D-D*=1 0 0 ~1 —1 0 0]=1010
1 0 O 0 -1 0 0 01
1 0 -1 0 1 -1
hf 1 |=10 0 -1 1| = 0
0 1 0 0 1
-1 0 -1 0 -1 0
h 0 =0 0 -1 0 =1 -1
1 1 0 0 1 -1
0 0 -1 0 0 1
h{ -1 ]=(0 0 -1 -1 ]1=11
—1 1 0 0 -1 0
I
1 -1 —0 1 1 1
1 i 0 i -1 i 1 | -1 }i -1
0 -1 -1 O | 1 1
01402 —01+03 —02—03 51+52 ‘ 01—02+403
Die Verkettung einer 90° - Linksdrehung f um die z-Achse mit einer 90°-Linksdrehung g um
1
die x-Achse ergibt eine 120° Linksdrehung h = g o f um die Achse R | —1 | (wobei R die
1

Menge der positiven reellen Zahlen bezeichne).
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Kapitel 5

Affine Unterraume und
Gleichungssysteme

5.1 Definition

Eine Teilmenge T eines K-Vektorraums V heifit affiner Unterraum von V, falls T'= & (d.h. T
ist der ,leere affine Raum®) oder falls es einen Unterraum U von V und einen Vektor v € V'
mit T'= v+ U := {v + u|u € U} gibt. Insbesondere ist {v} = v + {0} ein affiner Unterraum
fiir jedes v € V.

5.2 Beispiel

1. Ist f eine lineare Abbildung eines Vektorraumes V in einen Vektorraum W, so ist f~(7T') :=
{v e V|f(v) € U} affiner Unterraum von V, fiir jeden affinen Unterraum 7" von W. Ins-
besondere ist f~'(w) := {v € V|f(v) = w} = v+ f~1(0) affiner Unteraum von V. f~1(0),

der sogenannte Kern von f, ist sogar ein Unterraum von V.
2. Der Durchschnitt affiner Unterrdume eines Vektorraumes ist stets ein afliner Unterraum.

3. Zu einer Vektorfamilie v € VI ist Aff(y) == {A-y]A € K mit > Az) = 1}
xz=Supp(A)
der kleinste affine Unterraum, welcher v(P) enthélt. Daher heifit (P) auch das affine
Erzeugnis von +.
ZB: P=A{1,--- ,n}, \i = A\1),v; :=~(i); dann ist

AH(’}/):AH(UD 7Un):{)‘1U1+"'+>\nvn’)‘17"' 7)\n€Kmit >\1++)\n:1}

Fir n = 2 heiit dies Aff(vq,v2) = {Av; + (1 = N)wo| X € K} = vg + K(v; —v2) =1 v1 V vy
—_————

U

T=va+U
Fiir n = 3 heiit dies Aff(vy, ve,v2) = {Av1 + pvg + (1 — A — p)vs|\, p € K} = vz + K(vg —
v3) + K(vy —v3) =:v1 Vg V ug

Ergebnis: Aff(vq,...,v,) = v1 + K(vy — o) + ... + K(vp—1 — v,) = v, + Span(v; —
Upy e Up1 — Up)

4. Sei A: Px E — K eine Matrix und sei b € K* (P,E sind endliche Mengen). Dann ist die
Losungsmenge des Gleichungssystems A-x = b (in der , Unbekannten z*), also die Menge
{z € KP|A -z = b} ein affiner Unterraum von K¥, der sogenannte affine Losungsraum
zu A und b.

Begriindung: Der obige Losungsraum ist gegeben durch die Menge 1;'(b), wobei I, :
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K¥ — K? x+s Ax die Linksmultiplkation mit A ist.
Achtung: Ist Av = b, so gilt 131 (b) = v +1;'(0)

5.3 Proposition

Sei A: P x E — K eine Matrix iiber einem Korper K und sei b € K*'. Dann ist die Losungs-
menge des ,,inhomogene Gleichungssystems* Az = b (mit b # 0) entweder der leere affine Raum
oder es existiert ein v € K¥ mit Av = b; in diesem Fall ist der Losungsraum von Az = b durch
1:1(b) = v+ 1;"(0) gegeben.

Hierbei beachte man, dass [;;*(0) der Losungraum des ,,homogenen“ Gleichungssystems Az = 0
ist.

Unser Vorgehen wird also sein, zunéichst eine Losung zu Az = b zu finden (falls diese existert)
und anschliefend 1;'(0) = {z € K¥|Az = 0} zu bestimmen.

Fiir das Folgende benutzen wir implizit folgende gravierende Eigenschaft:

Sei C': P x P — K eine invertierbare Matrix iiber K, d.h. es existiert eine Matrix C'~! mit
Ccl'C=CcC'=1Ip.

Fir A: Px E — und b € K¥ gilt dann: [*(b) = {z € K¥|Az = b} = I;4(Ch) = {x €
KE|C Az = Cb}. Insbesondere ist. I;'(0) = I5}(0)

5.4 Propsition

Elementare Zeilenoperationen #ndern den ,,Kern“ 1;'(0) = {z € Kf|Az = 0} einer Matrix A
nicht.

Elementare Zeilenoperationen

1. Ersetze eine Zeile durch die Summe dieser Zeile mit einer Vielfachen einer anderen Zeile.
2. Vertausche zwei Zeilen.

3. Multipliziere eine Zeile mit einem Skalar, der ungleich Null ist.

Zeilenstufenform

Eine Matrix ist in Zeilenstufenform, falls gilt:
1. Alle Nichtnullzeilen stehen oberhalb aller Nullzeilen.
2. Ein Zeilenfiihrer steht stets in einer Spalte rechts vom Fiihrer der Zeile dariiber.

3. Alle Eintrage unterhalb des Zeilenfiihrers sind gleich Null.

Reduzierte Zeilenstufeform

Eine Matrix in Zeilenstufenform ist in reduzierter Zeilenstufenform, wenn sie zuséitzlich die
folgende Bedingungen erfiillt.

1. Jeder Zeilenfiithrer hat den Wert 1.

2. Jeder Zeilenfiihrer ist der einzige Eintrag in seiner Spalte, der nicht gleich Null ist.
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5.5 Proposition

Jede Matrix A ist zu genau einer Matrix in reduzierter Stufenform , Zeilendquivalent®, d.h. es
existiert eine Matrix C' (als Produkt elementarer Zeilenoperationen) derart, dass

([ IL|D
C~A_(0 0)
mxXm mXn

gilt (fiir geeignete D)(ggf. Spaltenpermutationen).

Anmerkung
Fir P={1,...,m}und E={1,...,n}
Allxl +...+ Alnxn = b1

A.T:b@ :
Amlxl +...+ Amnxn :bm

Beispiel
21 21 21 21 2 0 1 0
A=1| 4 3 — 4 3 — 01 — 0 1 — 0 1 — 01
6 5 /) rr—3r\0 2 /) m—2r\0 2 /) r—2r1\0 0O/ -1 \0 O 7 0 0

1
2

Zur Losung inhomogener Gleichungssysteme verwenden wir folgende Aquivalenz:

A:c:b@(A\b)~< o ):6

-1
All Aln bl
(A[b) =
Aml Amn bm

denn ZAZJZ.]:bl@A’lel_'—+Azn‘rn+b2(_1):0
j=1

Gaufischer Algorithmus
Az =D
1. Bringe die erweiterte Matrix (A[b) in Zeilenstufenform.

2. Wenn die letzte Spalte einen Zeilenfiihrer enthilt, ist das Gleichungssystem unlosbar.
Dann stopp. Andernfalls kann man eine Losung v anhand der Zeilenstufenform ausrech-

nen.
3. Es sei {j1,...,Js—r} die Menge der Indizes von Spalten von A, die keinen Zeilenfiihrer
enthalten. Dann kann zu jedem k € {1,...,s —r} ein Spaltenvektor c* := (c},..., ") €

K bestimmt werden mit cfl =0 fiir [ # k und c?l =1 fiir [ = k, der im Kern von A liegt
(also Ac® = 0 erfiillt). Dies geschieht leicht mit Hilfe der reduzierten Zeilenstufenform der
Matrix A. Diese Vektoren bilden eine Basis des Kerns von A.
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4. Die Losungsmenge ist dann

v+ 4+ XA A €KDY

Der Losungsraum zu Az = b ist [,*(b) = {z € KF|Ar = b}. Fiir v € K mit Av = b ist
1) = v+ 1(0).

Wegen

T

szb@(AV))(_l

)zAx—bzﬁ

x
—1

T

ist ;' (b) = {x € KE|(A|b) ( -1

C e KP*P,

) =0} = {z € KP|c- (A]b)

N

) = 0} fiir invertierbares

5.6 Beipspiel: ,,L6sen eines inhomogenen Gleichungssys-
tems mit Hilfe des Gauf3ischen Algorithmus.*

Unser Ziel ist es, samtliche Losungen in den reellen Variablen x,xs, x3, x4, x5, ¢ fiir das fol-
gende inhomogene Gleichungssystem zu finden:

I1+3$3+$4—$5 =

21’1 + 61’3 + x4 + 31‘5 + 31‘6
3x1 4+ 923 + 224 + 225 + 4
211 + 6x3 +8x5 +3x5 = 2

Il
RGN

Dies ist dquivalent zur Bestimmung des reellen affinen Losungsraums der Matrix:

1031 -10
2061 3 3
A=13092 2 1
2060 8 3
9
zum Vektor b = g , d.h. gesucht ist 1,'(b) = {z € R¢|Az = b}.
2
Anwendung elementare Zeilenoperationen auf (A|b):
I 1031 —10]2 1031 -1 02 1030 4 0
712061 3 3[3| 0001 -50/1]| _ |0001=50
IIT 13092 2 1|5 —<—13092 2 1|5 ]—<]30092 2 1
w\2060 8 3/2/""\2060 8 3/2/"\2060 8 3
1030 4 0]1 1030 4 01 1030 4
o001 = 01| {0001 -5 01| _ [0001 5
| 0002 —10 1|2 | <~10002 —10 1|2 0000 O
M=o 060 0 312/ \Xoo000 0o 3/o/"™*\o0o000 0
1030 4 0l1
0001 =5 0]1
é
~~ 0000 O 110
V=SHEN g 00000 0 00

[\ J/
-~

red.Zeilenstufen form
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Bestimmung einer Losung von [*(b) = {x € RS|c- (A|b) ( g ) =0}

-1
T
1030 4 0|1 ? 0 T+ 323 +4r5—1 = 0
0001 -5 0|1 ;_0@ xy—5r5—1 = 0
0000 0 10 x‘*‘o g = 0
0000 0 00 > 0 0 =0
Te
-1
D.h.
ry = ]_—31’3—4%5
Ty = 1+5I’5
Tg = 0
1
0
Man setze 3 = x5 = 0 dann ist £y =1 und x4 = 1, d.h. v := (1) El;l(b).
0
0

Wegen 1! (b) = v + 1;*(0) geniigt es nun 1;'(0) = {x € R%|Az = 0} zu bestimmen, d.h. man
bestimme alle Losungen von:

T
1030 4 0 s 0 _
0001 =50 |{a|_[0], ‘”1+3§3f§§5 - 8
0000 0 1 zy | |0 R
0000 0 0 T 0 6 =
Te
d.h.
xry = —3513'3—41'5
x4 = OSxj
Tg = 0
d.h.
( —3ZE3—4I5 ) -3 0 —4
i) 0 1 0
170 — 3 o 1 0 0
lA (0) = 52s ’1’2,.T3,I5 eR» =R 0 + R 0 +R 5
T5 0 0 1
\ 0 ) 0 0 0
1 -3 0 —4
0 0 1 0
0 1 0 0
-1 _ 6 _ _
') ={zeR|Az=b}=| | [+R o | TR o | tR| &
0 0 0 1
0 0 0 0
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Kapitel 6
Affine Abbildungen

6.1 Definition

Im Folgenden betrachten wir K-Vektorraume V und W. Die Elemente aus V und W haben zwei
Interpretationen: algebraisch betrachtet sind es Vektoren und geometrisch betrachtet sind es
Punkte (im Raum).

In diesem Sinne interpretieren wir p, q,r,s € V nachfolgend als Punkte.

e Der Vektor von p nach ¢ ist durch pg := ¢ — p gegeben; offensichtlich g}lt dann p+pg = q.
(Der Punkt p ldsst sich dann als Vektor von 0 nach p auffassen, da Op =p — 0 =p.)
Ferner heiBt das Punktequadrupel (p, g|r, s) ein Parallelogramm in V, falls pg = 73 (d.h.
q—p=s—r) gilt; es ist dann auch prr = g (da aus ¢ — p=s —r stets r — p = s — q folgt).

o Gilt prr = \pq fiir A € K, so heifit \ Teilverhiltnis von pr zu pq.

e Eine Abbildung f : V' — W heif3t affine Abbildung von V nach W, falls sie Parallelogram-
me und Teilverhéltnisse ,,respektlert“ d.h. mit (p, ¢|r, s) ist stets auch (f(p), ( )f(r), f(s))

ein Parallelogramm (d.h. aus pg = 73 folgt f(p)f(q) = f(r)f(s)) und aus pg = \pq folgt
stets f(p)f(r) = Af(p)f(a)-

Anmerkung

——
Eine Abblldung f:V — W ist affin genau dann, wenn aus pg = )\7’3 stets auch f(p)f(q) =

)\f( )f(s) folgt. D.h. aus ¢ = p+pg = p+ A7s folgt f(q) = f(p)+ ( Vf(q) = f(p)+Af(r)f(s),
und dies bedeutet:

_—

f+Xr3) = f(p) + Af(r)f(s)
fiir alle p,r;,s € V und X € K.

6.2 Proposition

Sei U,V und W K-Vektorraume.
e Ein Abbildung f : V — W ist affin genau dann, wenn die Abbildung g : V. — W,z —
_—
f(0)f(z) = f(z) — f(0) K-linear ist.

e Die Verkettung affiner Abbildungen ist wieder affin: Ist f affine Abbildung von U nach V
und ist h affine Abbildung von V nach W, so ist auch h o f affine Abbildung von U nach
W.

e Fiir jedes v € V ist die Translationsabbildung (kurz Translation)
To 1V — V,x — x + v eine affine Abbildung von V in sich.
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e Jede affine Abbildung ist Verkettung einer linearen Abbildung mit einer Translationsab-
bildung: Ist f : V' — W affine Abbildung, so gilt fiir die K-lineare Abbildung g : V —

W,z — f(0)f(x) stets f = 7p@) 0 g.

e Es bezeichne T'(V) die Menge der Translationsabbildungen von V. Dann ist die Zuordnung
V—-TV),v—T,

ein Isomorphismus von der Gruppe (V,+,0) nach (T(V), o, idy ).
Fiir alle p,q,r € V ist auerdem 75(p) = ¢ und 75 o 75 = 7 und 7'p;ql = Tgp-

e Die Abbildung a :V — V,x + p+ Apz heiBt A\-Streckung im Punkt p (wobei A € K
und p € V).
, Verlagerung® einer A Streckung: Es gilt fiir p,q € V stets

A A
Oy = Tpg © 0, O Tgp

oy(x) =g+ Az — q)

(07 (T()))

6.3 Proposition: ,,Darstellung affiner Abbildungen*

Seien P, £ endl. nichtleere Mengen und sei K Korper. Fiir eine Abbildung f : K — K gilt
dann: f ist affine Abbildung von K” nach K¥ genau dann, wenn es eine Matrix A € K> und
ein b € K¥ gibt, mit f: K¥ — K¥ z+ Ax +b.

Beweis

,= Setze A j) = (f(0F) — f(0))(i) mit 7 € E und j € P und b := f(0).
g KPP el fa) — f(0) st linear, da g(x) = f(z) - £(0) = A(z) (da £(0) = ),
dh. g =La.

qged

31



Kapitel 7

Multilineare Abbildungen

7.1 Definition

Seien Vi,--- |V, und W gegebene K-Vektorrdume. Eine Abbildung f : Vi x --- xV,, — W
heifit multilinear, falls f in jeder Komponente K-linear ist, d.h. fiir jedes i € {1,--- ,n} und
beliebige v; € V; (mit j # 4) ist die Abbildung g : V; — W,z +— f(v1,...,0i1,2, Vi1, -+ ,Up)
K-linear.

Wichtige Spezialfille

o [st W =K, so nennen wir f auch Multilinearform.

e Ist n = 2, so heiflit f bilinear. Wir sagen, dass v; € V; f-orthogonal zu vy, € V5, falls
f(v1,v2) = 0 gilt; Kurzbezeichung: vy Lf vs. Ist zusétzlich W = K, so heifit f Bilinear-
form.

o f heifit alternierend, falls f(vy,---,v,) = 0 wenn immer es ¢ # j mit v; = v; gibt. (Hier:
V =V, fiir alle 7)
f nennen wir Determinatenform, falls f alternierende Multilinearform ist. Ist V; = K™ (fiir
i=1,---,n),s0heifit f: K"x...xK" — K Determinatenabbildung (der Ordnung n iiber
K), falls f Determinantenform mit f(éy,---,d,) = 1 (wobei ((0;)i=1.... » Standardbasis
von K"). Wir setzen dann det := f und nennen det(vy,--- ,v,) die Determinate von
U1, , U, € K" Fernen sei detA := det(A(1,e),--- , A(n,e)) fir alle A € K"

7.2 Proposition

e Sei :UxV — W, (u,v) — wuv eine bilineare Abbildung (U,V, W K-Vektorrdume).
Dann gilt

(Arur 4 Aaug) (1v1 + o) = Appauivy + Aqfiot v + Aofiitay + Ao fiatsts
fir alle A;, p1; € K und v; € V und w; € U (i = 1,2).

e Eine Abbildung 3 : K¥ x K¥ — K ist eine Bilinearform genau dann, wenn es eine Matrix
B e KPP gibt mit 3: K x K¥ — K, (u,v) — uBv

Beweis:

o= B(i,j) :== B(6],67) fiir allei € P und j € E

Spezialfall

B=Ipund E=P,dh. §: K" x K" — K, (u,v) — ul,v = > w;v;. Wir nennen dann
ieP

§ das Standard-Skalarprodukt auf K und setzen < ulv >:= (u,v) = Y w;v;. Im Fall

icP
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K = R heifit 8 auch das euklidische Skalarprodukt auf R”; es heiBt L:=_1 5 die euklidische
Orthogonalitétsrelation auf RY.

Es gilt also u L v (u orthogonal zu v) genau dann, wenn < u|v >= 0, d.h. wjv; + - +
unv, = 0. (Triviales Bsp: (1,0) L (0,1) da1-0+0-1=0, oder auch (1,2) L (—2,1) da
1-(=2)+2-1=0)

Beobachtung:

Seien A € K und w,v € K'. Dann ist < uAlv >= (ud)Ipv = vAv = ul,(Av) =<
ulAv >.

Sei f:V x V — W alternierende Bilinearform (d.h. 3 ist Determinatenform). Dann gilt
Blu,v) = —F(v,u) fiir alle u,v € V.
Demn:  flu+v,u+v) = Buu) +Au,0) + B, u) + B(v,v).

=0 da s alternierend =0 =0

Fall: V = K? und 3 := det.

Dann ist

det(él, (52) =1

det(527 (51) = —d€t<(51, (52) =-1

det(él, 51) = 0

det(52, 62) =0
d.h. B := ( 1 (1) ) gilt det(u,v) = uBv = ujvy — ugvy
d.h. det ( 511 Zi ) = U V3 — Uy

0 1

((ur,u2) ( 10 ) = (—ug,u;)  uBv = (—ug,u) ( Z; ) _ ( _u@lé? Z; ))

Ist 3 :V xV — K Bilinearform, so heifit g3 : V — K,v — [(v,v) die zu [ gehorige
quadratische Form.

Beispiel: 3: R? — R, (r,s) — r-s; dann ist gg : R — R, 7+ 72

Fiir A € K heifit qﬁ_l()\) ={v € V|B(v,v) = A} eine Quadrik. (nicht mehr linear).

Ist : K" x K" — K, (v,w) — vBw fir B € K"*", so ist fir gg : K" — K,v — vBv =
Zvibijvj = Z bijvivj.

1,3 1,3

Beispiel einer reellen Quatrik:

B:R"xR" — R, ((Ii)i:L...,m (yz)zzln) — inyi
i=1

d.h. B(z,y) ;=< x,y >:= > x;y; ist Standard Skalarprodukt.
i=1
Hier ist qg,l(l) ={z e R"z?+... + 22 = 1} (n = 2 = Einheitskreis)

Veranschaulichung fiir P = {1, 2}
< (1, 2| (Y1, 92) >° < < (21, 22) (21, 22) > - < (Y1, 92) (41, 42) >
d.h. (zy1 + 22y2)* < (2F +23) - (y7 +v3)
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7.3 Proposition: ,,Symetrische reelle Bilinearformen*

Sei  : R x R — R eine Bilinearform (mit P endliche Menge), die symmetrisch sei, d.h.
Bu,v) = B(v,u) fiir alle u,v € RY, und die positiv definit sei, 8(u,u) > 0 fiir alle v € R”
mit v # 0. Dann gilt B(u,v)? < B(u,u) - B(v,v) fiir alle u,v € RP (Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung)

Beweis ,,mit kleinem Trick*

Vorbereitung: Seien u,v € R” mit u # 0.

Fir A := f(u,v) und p := B(u,u) > 0 ist dann

0 S 6<>‘u — MY, AU — luv> = >‘2 ﬁ(u7 U) _2)\:u ﬁ(u7 U) +M2ﬁ(v7 U)
N—— N——

o A
A >y
Vv

—\2p
Division der Ungleichung durch g > 0 ergibt
0< =N+ pub(v,v) = =B(u,v)* + Blu,u) - B(v,v)
= B(u,v)* < B(u,u)B(v,v).

qed

7.4 Proposition: Reelle Normen

Sei B : R” x RY — R eine positiv, definite, symetrische Bilinearform, z.B 3(z,y) =< z|y >
das euklidische Skalarprodukt (d.h. < z,y >=< z1y1 + ... + 2y, >) fir P ={1,...,n}. Dann
heift ||z]|s : R” — R,z — ((z,z)2 die zu § gehdrige Norm-Funktion. Es gilt:

1. ||lz||g > 0 fiir alle z € R” mit o # 0

2. ||z|lg =0 < z =0 fiir alle z € RP

3. [|Az]lg = |A| - ||=]| fiir alle z € R” und X € R
4z +ylls < ll=lls + [lylls fiir alle 2,y € R”

Beweis zu 4.: Es ist
o lz+yll>=lzl3+ 28z, v) + lyllz = (=l + llylls)?
o ((lzls + (lwlNg = 1=z + 2(l=s(llyl)s + llyll3
Mit Proposition 7.3 ist |5(z, y)| < ||=]|5]|vlls

qed

7.5 Reelle Abstandsfunktionen und euklidischer Abstand

Sei 3 : R” x R” +— R eine positiv, definite, symmetrische Bilinearform. Dann heifit ds :
RP x RP — R, (z,y) — ||z —yls = B(x —y,z —y)2 die zu 3 gehorige Abstandsfunktion (bzw.
Metrik). Es gilt:

1. dg(z,y) > 0 fiir alle z,y € R” mit x # y und dg(x, z) = 0 fiir alle z € R”
2. dg(z,y) = ds(y, z) fiir alle z,y € R

3. Dreiecksungleichung: ds(x, z) < dg(z,y) + dg(y, 2) fiir alle z,y, z € R
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Beweis zu 3: Nach Proposition 7.4 gilt z,y, z € RY stets:

dp(z,2) = |lz = zlls = || (£ = 9) + (y = 2) lls < |z = ylls + lly = zlls = da(z, ) + ds(y, 2)

n'g
r—z

qged

Anmerkung
Zum euklidischen Skalarprodukt < e|e >: R” x RF — R gehort die euklidische Normfunktion
loll: R” = Rz (3 ad)?
ieP
und die euklitische Abstandsfunktion

d:RP xRF =R, (z,y) — (Z(a@Z - yi)2)%.

ieP

Es ist cos(a) := =2

= o € [-1,1] fiir alle 2,y € R”.

7.6 Alternierende Multilinearformen und Determinaten
(Fortsetzung)

Seien K" n-dim Standard-Vektorrdume iiber einem Korper K.

1. Sind f und g alternierende Multilinearformen von K" x ... x K* — K mit f(dy,...,d,) =

g(01,...,0,), s0ist f =g.
Begriindung: f(vq,...,v,) =0 falls vy,...,v, € K” und es i # j mit v; = v; gibt. Es is

daher f(vy,..., vi+vj ,..., vi+vj ,...,0,) =0

—— ~——

i—te Stelle j—te Stelle
:f(vl,...,"Ui,...,vi,...,an—l—f(vl,...,”Ui,...,vj,...,Un)—l—f(vl,...,vj,...,vi,...,vn)—l—

0
f(vl,...,vj,...,vj,...,vn)
0

Alsoist f(vi,..., 05,05, .. ) = —f(V1, ..., 05, ..., 05, .., 0,) fiiralled, j € {1,...,n}
mit ¢ # j.
Konsquenz: f(va1, ..., Van) = sgn(a) - f(vy,...,v,) fir alle Bijektionen « : {1,...,n} —
{1,...,n} (Permutation), wobei sgn(a) = 1 falls « eine Komposition einer geraden An-
zahl von Transpositionen auf {1,...,n} ist. (Wobei eine Transposition genau zwei Ele-
mente vertauscht und alle anderen fest ldsst.) Andernfalls ist sgn(a) = —1. (d.h. « ist

Komposition einer ungeraden Anzahl von Transpositionen)

2. Ist d: K™ x ... x K™ — K alternierende Multilinearform mit d(dy,...,9,) = 1, so ist
bereits d = det.

3. Esist det(A) :=det(A(1,e),..., A(n,e)) =det(A(e,1),..., A(e,n)) fir alle A € K™,

4. Ferner ist det(A) = > (sgn(a)) [T A(Z, a(i))
a€Sy i=1
(S, Menge aller Permutaionen auf {1,...,n})
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D.

10.

Es gilt det(A - B) = det(A) - det(B).
Denn: B = (by,...,b,), dann ist AB = (Aby, ..., Ab,).(b; = B(e,j))

Es folgt det(AB) = det(Aby, ..., Ab,) = det(A) - det(by,...,b,) = det(A) - det(B) da fiir
g: K" x...x K" (v,...,0,) +— det(Auvy, ..., Av,)/det(A) (wobei det(A) # 0 sei) gilt:

9(51, c. ,(Sn) = det(A(Sl, c ,A(Sn)/det(A) =1
A

d.h. g = det. Also ist det(vy,...,v,) = det(Avy,. .., Av,)/det(A).
qed

aus Ar = b= x; = det(A(e,1),..., \b’/ ., A(e,n))
i—te Stelle
A ist invertierbar < det(A) # 0
Begriindung ,,=*“ Nach Verausetzung hat A ein Inverses B € K"*" d.hesist A-B = I,.
Wegen Punkt 3 ist dann det(A) - det(B) = det(I,) = 1 und es folgt det(A) # 0.
,<=" Sei det(A) # 0. Definiere B € K™*" durch

B(i, j) := m -det(A(e,1),...,A(e,i—1),0;,...,A(e,i+1),..., A(e,n)).

: . o1 :
Dann ist (B - A)(i,j) = hz_jl det(A) ~det(A(e,1),...,  op ..., A(e,n))-A(h,j) =
- . i-te Stelle )
B(i.h)

i - det(A(e, 1), 30 A, )5, .., Ale,n)) = L(i,j) fir alle i, j € {L,...,n}
h=1

Ergebnis B - A = I,,, und daher ist A invertierbar vermoge B.

Fiir eine lineare Abbildung f : K™ — K" gilt:

f ist bijektiv, d.h. f ist Automorphismus

& f ist surjektiv, d.h. fist Epimorphismus

& f ist injektiv, d.h. f ist Monomorphismus < f~!(0) = 0 (,,trivialer Kern*)

Fiir eine Matix A € K™ heiit A\ € K Eigenwert von [4 : K" — K",z — Az, falls
es ein v € K" mit v # 0 und Av = Av gibt, v heiffit dann Eigenvektor von l4. Es gilt:
det(M, — A) = 0 < )\ ist Eigenwert von 4.

Begriindung mit letzten beiden Punkten: det(Al,, — A) = 0 < A, — A nicht invertierbar
& 171(0) # {0}, d.h. v € K"\ {0} : (A, — A)v = 0, d.h. ly;,_4 nicht bijektiv, d.h.
Av = .

q.e.d.

Fiir A € K™™ und eine Variable z € K ist das sogenannte charakteristische Polynom von

A gegeben durch x4 (z) := det(x-1,—A). Es gibt ¢; € K(i = 0,...,n) mit ya(z) = > c;2’
i=0

wobei ¢, = 1,¢,-1 = — Xn: A, i) = —tr(A),co = (—=1)" - det(A)
i=1

Spezialfall: K = R und n ungerade; dann hat y4(z) fiir jede Matrix A € R™ ™ eine
Nullstelle, d.h. es existiert ein A € R mit y4(A) = 0. Da die Nullstelle von y4(x) genau
die Eigenwerte von [4 sind, existiert also zu [4 mit A € R™*" mit n ungerade, stets ein
Eigenwert und also auch ein Eigenvektor.
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Kapitel 8

Euklidische Vektorraume

8.1 Definition

Der R™ zusammen mit dem euklidischen Skalaprodukt < eje >: R" x R" — R, (z,y) — >_ x;y;
i=1

heifit der euklidische (Stndard-) Vektorraum der Dimension n. Es ist also < z|y >= z1y; +
e T Un.

Die Abbildung || e || = R" — R,z —< z|z >2 heift euklidische Norm. Es ist also |z =
Va3 + -+ 22. Die euklidische Metrik (bzw. die euklidische Abstandsfunktion) ist gegeben
durch d : R" x R" — R, (z,y) — ||z — y||. Esist also d(z,y) = \/(z1 —11)2 + - + (¥ — Yn)?
Vektoren x,y € R™ heiflen (euklidisch) orthogonal, in Zeichen z Ly , falls < x|y >= 0 gilt. Der
(euklidische) Winkel zwischen z,y € R"™ \ {0} ist durch das Bogenmafl /(z,y) = « € [0, I1] mit

<x,y>
COSOx = —5— gegen.
T=T-ly] 88

8.2 Bemerkung

Fiir alle z,y, z € R™ gilt:
1. <zly >*<< z|r > - < y|ly >, CSU* - Cauchy - Schwarz’sche Ungleichung
2. |z +yll < =]l + Iyl

3. d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) Dreiecksungleichung

8.3 Definition

Ein Familie von Vektoren vy, -+ ,v, € R™ heifit Orthonormalbasis (Einheitsphére) von (R", <
| >), falls < v;|v; >= 9, ; (wobei §; ; := 0,(j)) fiir alle 4, j € {1,...,n} gilt; d.h. es ist v; Lo, fiir
alle i # j und ||v;|| = d(0,v;) = 1 fiir alle 7.

Beispiel: Standardbasis 61, ...,9, € R”

Eine Matrix A € R™" heifit Orthonormal-Matrix, falls A(e, 1), -, A(e,n) eine Orthonormal-
basis bilden. D.h. AAT = I,,.

Also liegen x und y auf der Einheitssphére des n-dimentionalen euklidischen Raumes, so ist
cosZ(x,y) =< x|y >.

8.4 Proposition: ,,Algebraische Darstellung von Bewe-
gungen*

Fiir eine Abbildung f : R" — R” sind dquivalent:
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1. f ist eine euklidische Bewegung, d.h. es gilt d(fz, fy) = d(z,y) fir alle z,y, € R”

2. Es gibt Orthonormalmatrix A € R™” und b € R" mit f : R" - R", x +— Az + b

8.5 Gram-Schmidtsche Orthonormalisierung im n-dim.
Raum (R", < | >)

Gegeben sei eine Basis ug, ..., u, des R". w; := uy

w (dann st (o || = (|72 )| = il = 1)

Normalisierung: v; = 1
f[ua ] [Jua |

Orthonormalisierung: wy := us— < us|vy > v;.
Dann ist v1 Lwy wegen < vq|we >=< vi|ug > — < ug|vy > < v1jvy > =0
——
1

e Normalisierung: vy := 2, dann ist lloi|l = ||ve|| = 1 und vy Lvy (da v Lws)
e Orthonormalisierung: w, := u,— < u,;|v;1 > v; — ... — < Up|Vp_1 > Vp_1.
e Normalisierung: v, := m
Beispiel
Ty 0 -1 0 T —XT9
f i) = 1 0 0 i) = T
T3 0 0 1 Z3 T3
T 1 0 O Ty Ty
g T9 = 0 0 -1 ) = —T3
I3 01 0 xs3 T
Ty 0 -1 0 T —T9
h=gof=h| z =10 0 -1 To | = —3
T3 1 0 0 T3 1
T T 0 —1 0 T 1 00 T 0
h To = ) = 0 0 —1 ) = 01 0 ) -~ 0 =
T3 T3 1 0 0 T3 0 01 T3 0
[/ 1 0 0 0 —1 0 T 1 10 T T + T
010 — 0 0 —1 Zo = 0 11 ) = To + T3 <~
[\ 0 0 1 1 0 O T3 -1 0 1 T3 —x1 + x3
T 1
zo | € R| —1 | (Fixachse von h)
Z3 1
1 0
up =1 =1 |, uao=0,u3=1_1
1 0
Einfach oben einsetzen: ||w;| = v/3
1
V1 = \/Lg —1
1
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